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Аннотация
В статье доказана алгоритмическая неразрешимость позитивных ∀2∃24-теории и ∀3∃2-
теории любой алгебраически замкнутой группы и класса всех алгебраически замкнутых
групп. Установлена разрешимость в любой алгебраически замкнутой группе 𝐺 каждого
уравнения вида
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑔,
где 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — непустое несократимое групповое слово от неизвестных 𝑥1, ...., 𝑥𝑛, а 𝑔
— произвольный элемент группы 𝐺.
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Abstract
In paper for any algebraically closed group 𝐺, as well as for the class of the algebraically
closed groups, we prove algorithmic undecidability of the positive ∀2∃24-theory and ∀3∃2-theory.
For an arbitrary 𝑔 ∈ 𝐺, we also prove the decidability of the equation of the type
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑔,
where 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) is a non-empty irreducible word in the unknowns 𝑥1, . . . 𝑥𝑛 ∈ 𝐺.
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1. Введение
Понятие алгебраически замкнутая группа было введено в работе У. Скотта [1]: группа 𝐺
называется алгебраически замкнутой (algebraically closed), если любая система уравнений и
неравенств над этой группой
𝑚
&
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) = 𝑒&
𝑝
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) ̸= 𝑒,
где 𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) (𝑖 = 1, . . . ,𝑚) и 𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) (𝑗 = 1, . . . , 𝑝) — групповые
слова от переменных 𝑥1, ...., 𝑥𝑛 и произвольных элементов 𝑔1, ..., 𝑔𝑘 группы 𝐺, имеющая
решение в некотором расширении этой группы, имеет решение уже в самой группе 𝐺. В работе
А. Макинтайра [3] такие группы называются экзистенционально замкнутыми.
Изучение алгебраически замкнутых групп было начато в работах У. Скотта [1] и Б. Ней-
мана [2]. Особую роль в этих исследованиях сыграла работа А. Макинтайра [3]. Еще в работе
Б. Неймана было установлено, что любая алгебраически замкнутая группа является простой,
поэтому, в частности, любая нетривиальная вербальная подгруппа алгебраически замкнутой
группы совпадает со всей группой.
В работе У. Скотта [1] наряду с понятием алгебраически замкнутая группа (algebraically
closed group) было введено понятие слабо алгебраически замкнутая группа (weakly algebraically
closed group):
группа 𝐺 называется слабо алгебраически замкнутой (weakly algebraically closed), если лю-
бая система уравнений над этой группой
𝑚
&
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) = 𝑒,
где 𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) (𝑖 = 1, . . . ,𝑚) — групповые слова от переменных 𝑥1, ...., 𝑥𝑛 и
произвольных элементов 𝑔1, ..., 𝑔𝑘 группы 𝐺, имеющая решение в некотором расширении
𝐺 ≤ 𝐻 этой группы, имеет решение уже в самой группе 𝐺.
Б. Нейман в работе [2] доказал, что любая неединичная слабо алгебраически замкнутая
группа является алгебраически замкнутой, т. е. экзистенционально замкнутой. При дока-
зательстве Б. Нейман рассматривал достаточно сложную систему уравнений над группой 𝐺.
Используя результаты работы А. Макинтайра [3], мы предлагаем более прозрачное, на наш
взгляд, доказательство этого результата Б. Неймана.
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2. Простое доказательство теоремы Б. Неймана
В работе А. Макинтайра [3] доказано, что если 𝐺 — произвольная группа, а ℎ и 𝑔 — любые
два ее элемента, то
𝐺 |= (ℎ = 𝑒 −→ 𝑔 = 𝑒)⇐⇒ существует такое расширение𝐻 группы 𝐺
(𝐺 ≤ 𝐻), в котором для подходящих элементов 𝑥 и 𝑦
выполняется равенство 𝑔 = 𝑥ℎ𝑥−1 · 𝑦ℎ𝑦−1.
Пусть 𝐺 — произвольная неединичная слабо алгебраически замкнутая группа, а 𝑔 — ее
неединичный элемент.
Рассмотрим произвольную систему Ψ уравнений и неравенств над этой группой
𝑚
&
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) = 𝑒&
𝑝
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) ̸= 𝑒,
где 𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) (𝑖 = 1, . . . ,𝑚) и 𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) (𝑗 = 1, . . . , 𝑝) — групповые
слова от переменных 𝑥1, ...., 𝑥𝑛 и произвольных элементов 𝑔1, ..., 𝑔𝑘 этой группы. Полагаем
Ψ+ =
𝑚
&
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) = 𝑒, Ψ
− =
𝑝
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) ̸= 𝑒.
Тогда Ψ = Ψ+&Ψ−.
Полагаем
Ψ = Ψ+&Ψ−,
где
Ψ− =
𝑝
&
𝑗=1
(𝑦𝑗𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘)𝑦
−1
𝑗 ) · (𝑧𝑗𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘)𝑧−1𝑗 ) = 𝑔.
Предположим, что в некотором расширении 𝐺 ≤ 𝐻 группы 𝐺 система Ψ имеет решение
ℎ1, ℎ2, ..., ℎ𝑛. Тогда
𝐻 |=
𝑚
&
𝑖=1
𝑤𝑖(ℎ1, . . . , ℎ𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) = 𝑒&
𝑝
&
𝑗=1
𝑢𝑗(ℎ1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑔1, . . . , ℎ𝑘) ̸= 𝑒.
В силу указанного выше результата из работы [3] А. Макинтайра существует такое рас-
ширение 𝐻 ≤ 𝑆 группы 𝐻 и элементы 𝑠1, 𝑙1, ..., 𝑠𝑝 и 𝑙𝑝, что
𝑆 |=
𝑚
&
𝑖=1
𝑤𝑖(ℎ1, . . . , ℎ𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) = 𝑒&
𝑝
&
𝑗=1
(𝑠𝑗𝑢𝑗(ℎ1, . . . , ℎ𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘)𝑠
−1
𝑗 ) · (𝑙𝑗𝑢𝑗(ℎ1, . . . , ℎ𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘)𝑙−1𝑗 ) = 𝑔.
Т.е. в расширении 𝐺 ≤ 𝑆 группы 𝐺 система равенств Ψ имеет решение ℎ1, ..., ℎ𝑛, 𝑠1, 𝑙1, ..., 𝑠𝑝
и 𝑙𝑝. В силу слабой алгебраической замкнутости группы 𝐺 система равенств Ψ имеет решение
ℎ′1, ..., ℎ′𝑛, 𝑠′1, 𝑙′1, ..., 𝑠′𝑝 и 𝑙′𝑝 в самой группе 𝐺. Значит
𝐺 |=
𝑚
&
𝑖=1
𝑤𝑖(ℎ
′
1, . . . , ℎ
′
𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) = 𝑒&
𝑝
&
𝑗=1
(𝑠′𝑗𝑢𝑗(ℎ
′
1, . . . , ℎ
′
𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘)(𝑠
′
𝑗)
−1) · (𝑙′𝑗𝑢𝑗(ℎ′1, . . . , ℎ′𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘)(𝑙′𝑗)−1) = 𝑔.
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Так как 𝑔 — неединичный элемент группы 𝐺, то
𝐺 |=
𝑚
&
𝑖=1
𝑤𝑖(ℎ
′
1, . . . , ℎ
′
𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) = 𝑒&
𝑝
&
𝑗=1
𝑢𝑗(ℎ
′
1, . . . , ℎ
′
𝑛, 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘) ̸= 𝑒.
Значит ℎ′1, ..., ℎ′𝑛 — решение системы уравнений и неравенств Ψ в 𝐺. Поэтому группа 𝐺 являет-
ся алгебраически замкнутой по У. Скотту или экстенционально замкнутой по А. Макинтайру.
Доказательство использованного выше утверждения в работе А. Макинтайра [3] проводит-
ся в рамках комбинаторной теории групп путем рассмотрения нескольких случаев, определяе-
мых возможными порядками элементов 𝑔 и ℎ. Для предложенного нами выше доказательства
результата Б. Неймана достаточно более слабого утверждения: если 𝐺 — произвольная груп-
па, а ℎ и 𝑔 — любые два ее неединичных элемента, то существует такое расширение 𝐻
группы 𝐺 (𝐺 ≤ 𝐻), в котором для подходящих элементов 𝑥, 𝑦 и 𝑧 выполняется равенство
𝑔 = 𝑥ℎ𝑥−1 · 𝑦ℎ𝑦−1 · 𝑧ℎ𝑧−1.
Для полноты изложения приведем простое доказательство этого факта из монографии
Р. Линдона и П. Шуппа [4]. В свободном произведении 𝐺 * ⟨⟨𝑢⟩⟩ группы 𝐺 и бесконечной
циклической группы ⟨⟨𝑢⟩⟩ элементы
𝑔𝑢ℎ𝑢−1и ℎ𝑢ℎ𝑢−1
имеют бесконечный порядок. Поэтому группа
𝐻 = ⟨⟨𝐺 * ⟨⟨𝑢⟩⟩, 𝑡|𝑔𝑢ℎ𝑢−1 = 𝑡 · ℎ𝑢ℎ𝑢−1 · 𝑡−1⟩⟩
является 𝐻𝑁𝑁 расширением группы 𝐺 * ⟨⟨𝑢⟩⟩, а значит группа 𝐻 — расширение группы 𝐺.
В группе 𝐻 выполняется требуемое равенство
𝑔 = (𝑡ℎ𝑡−1) · ((𝑡𝑢)ℎ(𝑡𝑢)−1) · (𝑢ℎ𝑢−1).
3. Универсальные формулы на алгебраически
замкнутых группах
Для произвольной конечно определенной группы
𝐺 = ⟨⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛|𝑅1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑅𝑚(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒⟩⟩
и любого группового слова 𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) в алфавите {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} справедлива эквивалентность
𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =
𝐺
𝑒⇐⇒ 𝐺 |= (∀𝑥1) . . . (∀𝑥𝑛)((
𝑚
&
𝑖=1
𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒) −→ 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
Поэтому, если для конечно определенной группы 𝐺 алгоритмически неразрешима проблема
равенства, то неразрешима и ее ∀-теория (универсальная теория), а значит и ∃-теория (эк-
зистенциональная теория). Однако позитивная теория этой группы может быть разрешима.
Например, если 𝐺𝑁 — конечно определенной группа с алгоритмически неразрешимой пробле-
мой равенства, а 𝐹2 — свободная группа ранга 2, то для конечно определенной группы 𝐺𝑁 *𝐹2,
свободного произведения группы 𝐺𝑁 и 𝐹2, проблема равенства алгоритмически неразреши-
ма, а значит неразрешима и ее ∀-теория. Однако, так как среди гомоморфных образов этой
группы есть свободная группа 𝐹2, то из известного результата Ю.И. Мерзлякова [7] следует,
что позитивная теория этой группы совпадает с позитивной теорией класса всех групп и с
позитивной теорией любой свободной нециклической группы, которая, как доказал Г.С. Ма-
канин [5] является алгоритмически разрешимой. Используя результат работы Г.С. Сакердота
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[8] вместо конечно определенной группы 𝐺𝑁 *𝐹2 можно взять и конечно определенную груп-
пу 𝐺𝑁 * ⟨⟨𝑎|𝑎2 = 𝑒⟩⟩ — свободное произведение группы 𝐺𝑁 и циклической группы второго
порядка ⟨⟨𝑎|𝑎2 = 𝑒⟩⟩. Если группа 𝐺𝑁 имеет задание
𝐺𝑁 = ⟨⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛|𝑅1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑅𝑚(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒⟩⟩,
то группа 𝐺𝑁 * ⟨⟨𝑎|𝑎2 = 𝑒⟩⟩ имеет “почти такое же” задание:
𝐺𝑁 * ⟨⟨𝑎|𝑎2 = 𝑒⟩⟩ = ⟨⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, 𝑎|𝑅1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑅𝑚(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, 𝑎2 = 𝑒⟩⟩.
Покажем, что универсальная теория любой алгебраически замкнутой группы 𝐺𝐴𝐶 совпа-
дает с универсальной теорией класса всех групп, которая, как хорошо известно, алгоритми-
чески неразрешима. Это достаточно доказать для универсальных формул Φ вида
(∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑝∨
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 ∨
𝑞∨
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒),
так как для любой группы 𝐺 справедлива эквивалентность:
𝐺 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑚
&
𝑖=1
Ψ𝑖)⇐⇒
𝑚∧
𝑖=1
𝐺 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)Ψ𝑖.
Универсальную формулу Φ вида
(∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑝∨
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 ∨
𝑞∨
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒)
будем для краткости называть ∀𝑛-формулой типа (𝑝, 𝑞). Часто эти формулы записываются в
равносильной форме
(∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 −→
𝑝∨
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
Напомним, что ∀𝑛-формулы типа (1, 𝑞) называются квазитождествами.
Достаточно доказать, что если универсальная формула истинна на алгебраически замкну-
той группе 𝐺𝐴𝐶, то она истинна и на любой группе.
Предположим противное, т. е. что некоторая универсальная формула указанного вида
истинна на алгебраически замкнутой группе 𝐺𝐴𝐶, но ложна на некоторой группе 𝐺. Тогда
𝐺 |= (∃𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑝
&
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒&
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
Значит
𝐺 *𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑝
&
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒&
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
Но 𝐺 *𝐺𝐴𝐶 — расширение алгебраически замкнутой группы 𝐺𝐴𝐶, поэтому
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑝
&
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒&
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒),
т. е. на группе 𝐺𝐴𝐶 истинна формула Ψ и ее отрицание ¬Ψ. Полученное противоречие пока-
зывает, что универсальная теория любой алгебраически замкнутой группы 𝐺𝐴𝐶 совпадает с
универсальной теорией класса всех групп. Значит универсальная теория любой алгебраически
замкнутой группы 𝐺𝐴𝐶 алгоритмически неразрешима.
Отметим, что мы показали справедливость следующего используемого в дальнейшем
утверждения: если 𝐺 — произвольная группа, 𝐺𝐴𝐶 — алгебраически замкнутая группа, а
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(∃𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)Ψ — замкнутая формула (Ψ — бескванторная часть) и 𝐺 |= (∃𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)Ψ, то
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)Ψ.
Покажем, что для произвольной конечно определенной группы
𝐺 = ⟨⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛|𝑅1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑅𝑚(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒⟩⟩,
любого группового слова 𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) в алфавите {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} и любой алгебраически замкну-
той группы 𝐺𝐴𝐶 справедлива эквивалентность
𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =
𝐺
𝑒⇐⇒ 𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1) . . . (∀𝑥𝑛)((
𝑚
&
𝑖=1
𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒) −→ 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
Если 𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =
𝐺
𝑒 и ℎ1, ..., ℎ𝑛 — такие элементы алгебраически замкнутой группы
𝐺𝐴𝐶, для которых
𝐺𝐴𝐶 |=
𝑚
&
𝑖=1
𝑅𝑖(ℎ1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒,
то подгруппа 𝑔𝑟(ℎ1, . . . , ℎ𝑛) группы 𝐺𝐴𝐶, порожденная элементами ℎ1, ..., ℎ𝑛, является гомо-
морфным образом группы 𝐺 относительно отображения 𝜙, задаваемого равенствами
𝜙(𝑎1) = ℎ1, . . . , 𝜙(𝑎𝑛) = ℎ𝑛.
Поэтому из равенства 𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =
𝐺
𝑒 следует равенство 𝑤(ℎ1, . . . , ℎ𝑛) =
𝐺𝐴𝐶
𝑒. Значит
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1) . . . (∀𝑥𝑛)((
𝑚
&
𝑖=1
𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒) −→ 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
Если же 𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ̸=
𝐺
𝑒, то
𝐺 |= (∃𝑥1) . . . (∃𝑥𝑛)((
𝑚
&
𝑖=1
𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒)&𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒).
Но тогда, как отмечалось выше,
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑥1) . . . (∃𝑥𝑛)((
𝑚
&
𝑖=1
𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒)&𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒).
Значит формула
(∀𝑥1) . . . (∀𝑥𝑛)((
𝑚
&
𝑖=1
𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒) −→ 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒)
ложна на группе 𝐺𝐴𝐶.
Взяв в качестве группы 𝐺 группу
𝐺𝑁 = ⟨⟨𝑎1, 𝑎2|𝑅1(𝑎1, 𝑎2) = 𝑒, . . . , 𝑅𝑚(𝑎1, 𝑎2) = 𝑒⟩⟩
с неразрешимой проблемой равенства, получим для любой алгебраически замкнутой группы
𝐺𝐴𝐶 алгоритмически неразрешима ее ∀2-теория, а значит и ∃2-теория.
Покажем, что для любой алгебраически замкнутой группы 𝐺𝐴𝐶 справедлива эквивалент-
ность:
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 −→
𝑝∨
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒) ⇐⇒
𝑝∨
𝑖=1
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 −→ 𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
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Предварительно установим для произвольной алгебраически замкнутой группы 𝐺𝐴𝐶 эк-
вивалентность:
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 −→
𝑝∨
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒) ⇐⇒
⟨⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛|𝑢1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑢𝑞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒⟩⟩ |=
𝑝∨
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒 ⇐⇒
𝑝∨
𝑖=1
⟨⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛|𝑢1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑢𝑞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒⟩⟩ |= 𝑤𝑖(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒.
Предположим, что
⟨⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛|𝑢1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑢𝑞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒⟩⟩ |=
𝑝∨
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒.
Тогда при некотором 𝑖0
⟨⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛|𝑢1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑢𝑞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒⟩⟩ |= 𝑤𝑖0(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒.
Поэтому
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 −→ 𝑤𝑖0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒),
а значит,
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 −→
𝑝∨
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
Для доказательства обратного предположим, что
⟨⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛|𝑢1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑢𝑞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒⟩⟩ |= ¬(
𝑝∨
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒).
Тогда
⟨⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛|𝑢1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑢𝑞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒⟩⟩ |=
(∃𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)((
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒)&(
𝑝
&
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒)).
Значит
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)((
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒)&(
𝑝
&
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒),
т. е.
𝐺𝐴𝐶 |= ¬(∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 −→
𝑝∨
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
В итоге получаем для произвольной алгебраически замкнутой группы 𝐺𝐴𝐶 цепочку эк-
вивалентностей:
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑝∨
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 ∨
𝑞∨
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒) ⇐⇒
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 −→
𝑝∨
𝑖=1
𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒) ⇐⇒
𝑝∨
𝑖=1
⟨⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑛|𝑢1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑢𝑞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒⟩⟩ |= 𝑤𝑖(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒 ⇐⇒
𝑝∨
𝑖=1
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 −→ 𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒) ⇐⇒
𝑝∨
𝑖=1
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 ∨ (
𝑞∨
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒)) ⇐⇒
𝑝∨
𝑖=1
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑞
&
𝑗=1
𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒 −→ 𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
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Заметим, ∀𝑛-формулы типа (1, 0) — это тождества, а ∀𝑛-формулы типа (1, 𝑞) при 𝑞 ≥ 1
— это квазитождества. В силу классического результата В. Магнуса [4] о разрешимости про-
блемы равенства для групп с одним определяющим соотношением существует алгоритм,
позволяющий по произвольной ∀𝑛-формуле типа (1, 1) определить, истинна ли она на произ-
вольной алгебраически замкнутой группе, в тоже время в силу результата В. В. Борисова [6] о
существовании 2-порожденной группы с 12 определяющими соотношениями и с неразрешимой
проблемой равенства для ∀𝑛-формул типа (1, 12) такой алгоритм построить невозможно.
4. Позитивные формулы на алгебраически замкнутых группах
Хорошо известно [3], что ∀∞∃∞-теории любых двух алгебраически замкнутых групп сов-
падают.
Так как любая алгебраически замкнутая группа является полной, т. е. для любого ее эле-
мента 𝑔 и произвольного натурального числа 𝑛 уравнение 𝑥𝑛 = 𝑔 разрешимо в этой группе,
то на любой алгебраически замкнутой группе 𝐺𝐴𝐶 истинна, например, простая позитивная
формула (∀𝑦)(∃𝑥)𝑦 = 𝑥2, которая, конечно, ложна на некоторых группах.
Покажем, что позитивная ∀2∃24-теория любой алгебраически замкнутой группы 𝐺𝐴𝐶
алгоритмически неразрешима.
Выше было установлено, что для произвольной конечно определенной группы
𝐺 = ⟨⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛|𝑅1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑅𝑚(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒⟩⟩,
любого группового слова 𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) в алфавите {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} и любой алгебраически замкну-
той группы 𝐺𝐴𝐶 справедлива эквивалентность
𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =
𝐺
𝑒⇐⇒ 𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1) . . . (∀𝑥𝑛)((
𝑚
&
𝑖=1
𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒) −→ 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
Возьмем в качестве группы 𝐺 группу
𝐺𝑁 = ⟨⟨𝑎1, 𝑎2|𝑅1(𝑎1, 𝑎2) = 𝑒, . . . , 𝑅12(𝑎1, 𝑎2) = 𝑒⟩⟩
c двумя образующими и двенадцатью определяющими соотношениями [6] с неразрешимой
проблемой равенства и воспользуемся доказанным в работе [3] А. Макинтайра утверждением:
если 𝐺 — произвольная группа, а ℎ1, ℎ2, ..., ℎ𝑛 и 𝑔 — любые ее элементы, то
𝐺 |= ((
𝑛
&
𝑖=1
ℎ𝑖 = 𝑒) −→ 𝑔 = 𝑒)⇐⇒
существует такое расширение 𝐻 группы 𝐺 (𝐺 ≤ 𝐻),
в котором для подходящих элементов 𝑢1, 𝑣1, 𝑢2, 𝑣2, ..., 𝑢𝑛 𝑣𝑛
выполняется равенство 𝑔 =
𝑛∏︁
𝑖=1
𝑢𝑖ℎ𝑢
−1
𝑖 · 𝑣𝑖ℎ𝑣−1𝑖
получим, что для любой алгебраически замкнутой группы 𝐺𝐴𝐶 и любого группового слова
𝑤(𝑎1, 𝑎2) в алфавите {𝑎1, 𝑎2} справедлива эквивалентность
𝑤(𝑎1, 𝑎2) =
𝐺𝑁
𝑒⇐⇒
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1)(∀𝑥2)(∃𝑢1, 𝑣1, . . . , 𝑢12, 𝑣12)(𝑤(𝑥1, 𝑥2) =
12∏︁
𝑖=1
𝑢𝑖𝑅𝑖(𝑥1, 𝑥2)𝑢
−1
𝑖 · 𝑣𝑖𝑅𝑖(𝑥1, 𝑥2)𝑣−1𝑖 ).
Из этой эквивалентности следует справедливость теоремы.
194 В. Г. Дурнев, О. В. Зеткина, А. И. Зеткина
Теорема 1. Позитивная ∀2∃24-теория любой алгебраически замкнутой группы и класса
всех алгебраически замкнутых групп алгоритмически неразрешима.
В рассматриваемых в предыдущей теореме позитивных формулах одна перемена кванто-
ров, а общее число кванторов 26. Следующая теорема уменьшает общее число кванторов до
5 сохраняя позитивность формул и одну перемену кванторов. При этом уменьшается число
кванторов существования с 24-х до 2-х, но число кванторов общности увеличивается с 2-х
до 3-х.
Теорема 2. Позитивная ∀3∃2-теория любой алгебраически замкнутой группы и класса
всех алгебраически замкнутых групп алгоритмически неразрешима.
Доказательство. Воспользуемся доказанной выше эквивалентностью: для произвольной
конечно определенной группы
𝐺 = ⟨⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛|𝑅1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑅𝑚(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒⟩⟩,
любого группового слова 𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) в алфавите {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} и любой алгебраически замкну-
той группы 𝐺𝐴𝐶 справедлива эквивалентность
𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =
𝐺
𝑒⇐⇒ 𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1) . . . (∀𝑥𝑛)((
𝑚
&
𝑖=1
𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒) −→ 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
Покажем, что для произвольной конечно определенной группы
𝐺 = ⟨⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛|𝑅1(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒, . . . , 𝑅𝑚(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒⟩⟩,
любого группового слова 𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) в алфавите {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} и любой алгебраически замкну-
той группы 𝐺𝐴𝐶 справедлива эквивалентность
𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =
𝐺
𝑒⇐⇒
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(∀𝑦)(∃𝑢, 𝑣)((
𝑚∨
𝑖=1
𝑦 = (𝑢𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑢
−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑣−1))∨
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
Заметим, что для любой алгебраически замкнутой группы 𝐺𝐴𝐶
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥)(∃𝑢, 𝑣)((𝑢𝑥𝑢−1) · (𝑣𝑥𝑣−1) = 𝑒).
Если 𝑔 — произвольный элемент алгебраически замкнутой группы 𝐺𝐴𝐶, то так как элементы
𝑔 и 𝑔−1 имеют одинаковый порядок, то на HNN-расширении
⟨⟨𝐺𝐴𝐶, 𝑡|𝑡𝑔𝑡−1 = 𝑔−1⟩⟩
группы 𝐺𝐴𝐶 истинна формула (∃𝑢, 𝑣)(𝑢𝑔𝑢−1) · (𝑣𝑔𝑣−1) = 𝑒, значит
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑢, 𝑣)((𝑢𝑔𝑢−1) · (𝑣𝑔𝑣−1) = 𝑒).
Так как 𝑔 — произвольный элемент алгебраически замкнутой группы 𝐺𝐴𝐶, то
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥)(∃𝑢, 𝑣)((𝑢𝑥𝑢−1) · (𝑣𝑥𝑣−1) = 𝑒).
Кроме того справедлива эквивалентность
𝑔 ̸=
𝐺𝐴𝐶
𝑒⇐⇒ 𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑦)(∃𝑢, 𝑣)𝑦 = (𝑢𝑔𝑢−1) · (𝑣𝑔𝑣−1).
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Предположим, что 𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =
𝐺
𝑒. Покажем, что тогда
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(∀𝑦)(∃𝑢, 𝑣)((
𝑚∨
𝑖=1
𝑦 = (𝑢𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑢
−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑣−1))∨
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
Пусть 𝑔1, ..., 𝑔𝑛 — произвольные элементы группы 𝐺𝐴𝐶. Покажем, что
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑦)(∃𝑢, 𝑣)(( 𝑚∨
𝑖=1
𝑦 = (𝑢𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑢
−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑣−1)) ∨ 𝑤(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 𝑒).
Рассмотрим произвольный элемент 𝑔 группы 𝐺𝐴𝐶. Покажем, что
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑢, 𝑣)(( 𝑚∨
𝑖=1
𝑔 = (𝑢𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑢
−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑣−1)) ∨ 𝑤(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 𝑒).
Если 𝑔 = 𝑒, то
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑢, 𝑣)𝑒 = (𝑢𝑅1(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑢−1) · (𝑣𝑅1(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑣−1),
а значит и
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑢, 𝑣)(( 𝑚∨
𝑖=1
𝑒 = (𝑢𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑢
−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑣−1)) ∨ 𝑤(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 𝑒).
Пусть 𝑔 ̸= 𝑒. Если при некотором 𝑗 выполняется неравенство 𝑅𝑗(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) ̸= 𝑒, то
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑢, 𝑣)𝑔 = (𝑢𝑅𝑗(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑢−1) · (𝑣𝑅𝑗(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑣−1)),
поэтому
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑢, 𝑣)(( 𝑚∨
𝑖=1
𝑔 = (𝑢𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑢
−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑣−1)) ∨ 𝑤(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 𝑒).
Если же при любом 𝑖 выполняется равенство 𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 𝑒 в группе 𝐺𝐴𝐶, то тогда в
этой группе, как уже отмечалось выше, выполняется и равенство 𝑤(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 𝑒). Значит и
в этом случае
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑢, 𝑣)(( 𝑚∨
𝑖=1
𝑔 = (𝑢𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑢
−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑣−1)) ∨ 𝑤(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 𝑒).
Для доказательства обратного, предположим, что 𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ̸=
𝐺
𝑒 и покажем, что тогда
𝐺𝐴𝐶 |= ¬(∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(∀𝑦)(∃𝑢, 𝑣)((
𝑚∨
𝑖=1
𝑦 = (𝑢𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑢
−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑣−1))∨
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒),
т. е.
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(∃𝑦)(∀𝑢, 𝑣)((
𝑚
&
𝑖=1
𝑦 ̸= (𝑢𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑢−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑣−1))&
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒),
Так как
𝐺 |= (
𝑚
&
𝑖=1
𝑅𝑖(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑒)&𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ̸= 𝑒),
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то
𝐺 |= (∃𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑚
&
𝑖=1
𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒)&𝑤(𝑥1, . . . ,𝑛 ) ̸= 𝑒).
Поэтому, как отмечалось выше,
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(
𝑚
&
𝑖=1
𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒)&𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒).
Пусть 𝑔1, ..., 𝑔𝑛 — такие элементы группы 𝐺𝐴𝐶, что
𝐺𝐴𝐶 |= (
𝑚
&
𝑖=1
𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 𝑒)&𝑤(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) ̸= 𝑒),
а 𝑔 — неединичный элемент группы 𝐺𝐴𝐶. Тогда
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑢, 𝑣)((
𝑚
&
𝑖=1
𝑔 ̸= (𝑢𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑢−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)𝑣−1))&𝑤(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) ̸= 𝑒).
Поэтому
𝐺𝐴𝐶 |= (∃𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(∃𝑦)(∀𝑢, 𝑣)((
𝑚
&
𝑖=1
𝑦 ̸= (𝑢𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑢−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑣−1))&
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸= 𝑒),
а значит
𝐺𝐴𝐶 |= ¬(∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(∀𝑦)(∃𝑢, 𝑣)((
𝑚∨
𝑖=1
𝑦 = (𝑢𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑢
−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑣−1))∨
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
Это завершает доказательство эквивалентности
𝑤(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =
𝐺
𝑒⇐⇒
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)(∀𝑦)(∃𝑢, 𝑣)((
𝑚∨
𝑖=1
𝑦 = (𝑢𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑢
−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑣−1))∨
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑒).
Для завершения доказательства теоремы достаточно применить доказанную эквивалентность
к конечно определенной группе
𝐺𝑁 = ⟨⟨𝑎1, 𝑎2|𝑅1(𝑎1, 𝑎2) = 𝑒, . . . , 𝑅12(𝑎1, 𝑎2) = 𝑒⟩⟩
c двумя образующими и двенадцатью определяющими соотношениями [6] с неразрешимой
проблемой равенства
𝑤(𝑎1, 𝑎2) =
𝐺𝑁
𝑒 ⇐⇒
𝐺𝐴𝐶 |= (∀𝑥1, 𝑥2)(∀𝑦)(∃𝑢, 𝑣)((
12∨
𝑖=1
𝑦 = (𝑢𝑅𝑖(𝑥1, 𝑥2)𝑢
−1) · (𝑣𝑅𝑖(𝑥1, 𝑥2)𝑣−1)) ∨
𝑤(𝑥1, 𝑥2) = 𝑒).
2
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5. Уравнения специального вида в алгебраически замкнутых
группах
Хорошо известно, что любая алгебраически замкнутая группа является полной, т. е. для
любого ее элемента 𝑔 и произвольного натурального числа 𝑛 уравнение 𝑥𝑛 = 𝑔 разрешимо в
этой группе.
Нетрудно показать, что для произвольного элемента 𝑔 любой алгебраически замкнутой
группы 𝐺𝐴𝐶 в этой группе разрешимо уравнение [𝑥, 𝑦] = 𝑔, где [𝑥, 𝑦] = 𝑥−1𝑦−1𝑥𝑦 — ком-
мутатор элементов 𝑥 и 𝑦, т. е. любой элемент алгебраически замкнутой группы является
коммутатором. Нам не встречались явные упоминания этого факта в доступной литерату-
ре. Приведем простое доказательство. Так как в группе 𝐺𝐴𝐶 * ⟨⟨𝑎, 𝑏⟩⟩ элементы 𝑎𝑔 и 𝑏−1𝑎𝑏
имеют бесконечный порядок, то группа
⟨⟨𝐺𝐴𝐶 * ⟨⟨𝑎, 𝑏⟩⟩, 𝑡|𝑎𝑔 = 𝑡−1(𝑏−1𝑎𝑏)𝑡⟩⟩
является HNN-расширением группы 𝐺𝐴𝐶 и в ней выполняются равенства
𝑔 = 𝑎−1(𝑏𝑡)−1𝑎(𝑏𝑡) = [𝑎, 𝑏𝑡],
значит в группе 𝐺𝐴𝐶 разрешимо уравнение
𝑔 = 𝑥−1𝑦−1𝑥𝑦 = [𝑥, 𝑦].
Следующая теорема существенно усиливает эти утверждения.
Теорема 3. В любой алгебраически замкнутой группе 𝐺𝐴𝐶 каждое уравнение вида
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑔, (1)
где 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — непустое несократимое групповое слово от неизвестных 𝑥1, ...., 𝑥𝑛, а 𝑔
— произвольный элемент группы 𝐺𝐴𝐶, имеет решение.
Доказательство. Рассмотрим два возможных случая.
1) 𝑔 — элемент бесконечного порядка алгебраически замкнутой группы𝐺𝐴𝐶. В этом случае
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) и 𝑔 — элементы бесконечного порядка группы 𝐺𝐴𝐶 * ⟨⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛⟩⟩. Поэтому
группа 𝐺𝐴𝐶 является подгруппой HNN-расширения
⟨⟨𝐺𝐴𝐶 * ⟨⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛⟩⟩, 𝑡|𝑡𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑡−1 = 𝑔⟩⟩,
в котором выполняется равенство 𝑤(𝑡𝑥1𝑡−1, . . . , 𝑡𝑥𝑛𝑡−1) = 𝑔. Поэтому уравнение (1) разрешимо
в группе 𝐺𝐴𝐶.
2) 𝑔 — элемент конечного порядка 𝑚 алгебраически замкнутой группы 𝐺𝐴𝐶.
В свободной группе ⟨⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛⟩⟩ элемент 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) равен элементу вида 𝑢𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),
где 𝑘 — натуральное число, а 𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) не является собственной степенью в этой группе.
Тогда 𝑢(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — элемент порядка 𝑘𝑚 [4] в группе
⟨⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛|𝑢𝑘𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 1⟩⟩.
Поэтому 𝑢𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) и 𝑔 — элементы порядка 𝑚 в группе
𝐺𝐴𝐶 * ⟨⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛|𝑢𝑘𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 1⟩⟩.
Значит группа 𝐺𝐴𝐶 является подгруппой группы
⟨⟨𝐺 * ⟨⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛|𝑢𝑘𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 1⟩⟩, 𝑡|𝑡𝑢𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑡−1 = 𝑔,
в которой выполняется равенство 𝑤(𝑡𝑥1𝑡−1, . . . , 𝑡𝑥𝑛𝑡−1) = 𝑔. Поэтому уравнение (1) разрешимо
в группе 𝐺𝐴𝐶. 2
Доказанная теорема означает, что в алгебраически замкнутой группе ширина любой вер-
бальной подгруппы равна единице. Конечно, каждая вербальная подгруппа группы 𝐺𝐴𝐶 сов-
падает со всей группой, так как 𝐺𝐴𝐶 — простая группа.
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6. Заключение
Установлена алгебраическая неразрешимость “достаточно простых” фрагментов элемен-
тарной теории любой алгебраически замкнутой группы и класса всех алгебраически замкну-
тых групп — доказана алгоритмическая неразрешимость позитивной ∀2∃24-теории и пози-
тивной ∀3∃2-теории любой алгебраически замкнутой группы и класса всех алгебраически за-
мкнутых групп. Установлена разрешимость в любой алгебраически замкнутой группе 𝐺𝐴𝐶
каждого разрешенного относительно неизвестных уравнения, по другой терминологии — бес-
коэффициентного уравнения, т. е. уравнения вида
𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑔,
где 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — непустое несократимое групповое слово от неизвестных 𝑥1, ...., 𝑥𝑛, а 𝑔 —
произвольный элемент группы 𝐺𝐴𝐶.
В связи с полученными в работе результатами представляет интерес вопрос о разрешимо-
сти позитивной ∀∃∞-теории и позитивной ∃∀∞-теории произвольной алгебраически замкнутой
группы.
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